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ビー玉スターリ ングエ ンジンの動力学モデル
Dynamical Model of Stirling Engine Systems Using Marble-displacers 
猪 本 修*
INOMOT0 Osamu
スターリ ングエンジンは, 気体の膨張 ・ 収縮によって熱エネルギーを仕事に変換する外燃機関である。 気体の熱交換は
デイスプレーサ ・ ピス ト ンによって制御 されるが, これをガラス球に置き換えて教材化したものがビ一玉スターリ ングエ
ンジンである。 本研究ではその動作を端的に表す動力学モデルを構築し, 力学特性を詳しく調べた。 その結果, 系の挙動
が気体の体積とガラス球の変位を状態変数とする常微分方程式で記述できること, ガラス球の変位により負性微分抵抗が
生じることで系の体積振動が発現すること, さらにその振動数が系のサイズに依存することなどが示された。
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1 . はじめに
高校物理の教育課程では熱機関とその循環過程が取り
扱われるが, これに関する実験教材としてビ一玉スター
リ ングエンジンが挙げられることがある。 ここでスター
リ ングエ ンジン(SE) とは, 外部から供給される熱エ
ネルギーを気体の膨張 ・ 収縮を通して力学的仕事に変換
する熱機関であり, 高い熱効率と静音性を特徴とする外
燃機関のひとつである' ) 5)。 SE の熱サイ クルは理想的
には定積加熱・ 等温膨張 ・ 定積冷却 ・ 等温収縮の4 過程
から成り, その熱効率はカルノ ー サイ クルの熱効率に等
しい。 典型的なSEは 2 つの熱交換器 (高温熱源と低温
熱源) , デイスプレーサ ・ ピスト ン(DP) , パワー ・ ピ
スト ン(PP) , 熱再生器, および作動気体から構成され
る。 作動気体が封入されたチャンバーは2 つの熱源に接
している。 気体と熱源のあいだの熱移動は気体の膨張 ・ 
収縮をもたらし, PPによって力学的仕事に変換される。 
DPはチャンバー内の位置に応じて気体と熱源のあいだ
の熱移動を制御し, 吸熱と排熱の2 状態を切り替える役
割を果たす。 このとき, DPはPPに対して位相差π/2 で
連動するよう になっているため, 気体の体積変化がその
熱収支に DP を通してフイー ドバツクする。 その結果と
して気体の体積が自励的に振動し, 持続的な運動が実現
する。
SEの構成と構造を簡素化し, さらにDP を複数個の
ビ一玉”(ガラス球) に置き換えて, 工業 ・ 技術教育
用途に教材化したものが土田らによって考案された6) 9)。 
この装置は ビ一玉エ ンジンあるいは ビ一玉ス タ ーリ ング
エンジン (SE using marble-displacers, SEM) などと称
され, 高校の物理教育にも取り入れられている'°) '2)。 
SEM ではエ ンジンのはたらきがピスト ンに加えてガラ
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ス球の往復運動によって可視化されるが, ガラス球の熱
容量や熱交換の問題などによって振動が長時間持続せず, 
また熱効率などの熱的特性は理想条件のそれより外れ
る 13) 0
SEM の装置の概要を図1 に示す。 装置はシリコンチュー
ブで連結された試験管およびシリ ンジから構成され, 試
験管内には複数個のガラス球が封入されている。 試験管
とシリ ンジ内部の空気が2 つの熱源とのあいだで熱交換
をすることによって膨張および収縮し, これによって試
験管が傾斜してガラス球が運動する。 
?
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図 1 SEMの装置と構成
いま, ガラス球が高温熱源 ( アルコールランプ) から
離れた状態で試験管の一端を加熱すると(図 2 a, Q,n> 
0 ) , 気体が膨張してシリ ンジ内の体積が増大し, 同時
に試験管が回転運動する。 するとガラス球が試験管に沿っ
て移動してアルコールランプに近づく とともに, 熱供給
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が遮断され, 排熱される (図 2 b, Q。u,< 0 )。 その結果, 
気体が収縮してシリ ンジ内の体積が減少し, 試験管が回
転してガラス球がアルコールランプから遠ざかり, 熱供
給が回復する。 こう して図2 の2状態 (a) , (b) が繰り
返されることになる。 
(b) 
図 2 SEM動作の2 状態。(a) 収縮, (b) 膨張状態
SEM の一連の動作が SEの理想的な熱的過程に従う と
すると, 系は図 3 のよう な熱サイクル, すなわち2 つの
等温過程と2 つの定積過程によって表される。 ここで気
体の体積変化は等温過程において生じる一方で, ガラス
球の運動は主として定積過程で生じる。 このことから気
体の体積と ガラス球の変位のあいだにはπ/2 radの位相
差ができる。 
VI V2 V 
図 3 SEMの熱サイクル
さて, 教材化されたこの熱機関はエ ンジンと しての機
能と と もに自励振動子と しての側面をもつ。 すなわち
SEM においては, 2 つの熱源によって定常的な熱の流
れが系に与えられるとともに, DPのはたらきによって, 
気体の体積変化と気体の熱収支のあいだに負のフイー ド
バツク回路が形成され, その結果と して持続的な体積振
動が発現する。 この持続的な運動は非平衡散逸系のリズ
ム現象と見做すことができる。 非平衡散逸系では定常的
な (非振動性の) エネルギーの流れが存在するが, これ
を駆動力としてしばしば自励振動が生じる。 自励振動は
鹿威し (弛張発振) や弦楽器の擦弦 (摩擦振動) など, 
自発的 ・ 自律的な振動のメ カニズムとして身のまわりの
さまざまな局面に発現する。 自励振動を記述する代表的
なモデルと してはvan der Pol 方程式がよく知られてい
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るが, このモデルは例えばエサキダイオー ドのよう な負
性微分抵抗特性を示す非線形素子を含む回路方程式から
導かれたものである'4) , '5)。 SEM が示す気体の体積振動
においては, フイー ドバツク作用をもつDPが重要な役
割を果たすと考えられるが, それが如何なる非線形特性
を有するのかはまだ明らかにされていない。 そこで本研
究では, この系の力学的挙動の時間的特性を理解するた
め, 系のダイナミ クスを端的に再現する数理モデルを構
築するとともに, 現象の動力学的側面を詳しく調べる。 
すなわち, SEM の力学的振動の性質や安定性を明らか
にするために, 本研究では現象を支配する状態変数を適
切に選んで常微分方程式モデルをつく り, 解の性質や特
性を数理的にアプローチする。
数理モデルの構築にあたっては, 周期的運動の発現に
対して本質的な非線形特性を顕在化することで, 簡潔で
見通しのよいモデルを構築する。 この現象においては
DPの機能が本質的に重要であるが, DPのはたらきが
どのよう に表現されるか, とりわけ関心がある。 現象の
記述にあたっては最小限の状態変数とパラメ ータを選び
だすことを試みる。 これによって力学的運動の周期や振
幅などが熱力学パラメ ータにどのよう に依存するのかを
明らかにすることとする。
本研究ではSEM に関する実験結果を示すとともに, 
作動気体の体積およびガラス球の重心の変位を状態変数
とする2 次元常微分方程式モデルを提案する。 さらにこ
のモデルにおける粘性項の非線形特性を議論し, 振動解
の存在と初期値依存性などを数値計算に基づいて検討す
る。 
2 . 実験
SEM の装置は図 1 に示すとおり, シリ ンジ(硬質耐
熱ガラス製, 容量 2 mL) , 試験管 (ガラス製, 内径13mm, 
長さ150mm) , ガラス球5個 (直径12mm) , およびアルコー
ルランプ (メ タノ ールを燃料とする) から構成される。 
シリ ンジと試験管はシリ コンチューブと ゴム栓で連結さ
れており, それらに封入された常温常圧の空気が系の作
動気体となる。 気体の体積は実験開始時(加熱前) にお
いて約14mL であった。 シリ ンジのプラ ンジヤ(可動ピ
スト ン) 頭部は底面に固定され, シリ ンジ外筒が自由に
動く ように配置された。 試験管はその中央部分が支点と
して支持され, そのまわり を自由に回転するようにした。 
低温熱源は環境 (室温26°C) による自然冷却とした。 気
体の体積振動はシリ ンジ内の気体の体積によって計測し
た。 すなわち実験開始時の気体の体積を基準として, 動
作時の体積変化をシリ ンジの目盛りにより精度0.01mL, 
フレームレート30 fpsで撮像し, 時系列データを得た。
気体の体積の測定結果を図4 に示す。 気体の膨張 ・ 収
縮に伴って, 試験管の角度は水平状態から lθ1.<_2.9° の
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範囲で傾斜するとともに, ガラス球が試験管の両端間を
往復運動した。 体積の時間的変化はほぼ周期的であり, 
その周期は約1.6 sであった。 また中央のガラス球の変
位は, 体積に対して約0.43 sの時間遅れがあった。 振動
は永続せず, 数分間の振動ののちに振動が停止した。 こ
の振動停止は高温熱源を絶つことで回復する場合がある
が, これは熱を蓄積したガラス球や試験管が代替熱源に
なったものと考えられる。 なおガラス球を試験管に入れ
ずに加熱すると, 気体は膨張したまま体積一定となり振
動しなかった。 
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作動気体の体積変化
3 . 数理モデル
SEM においては, DP と してのガラス球の運動によっ
て熱の流れが制御され, 作動気体の体積が変化するとと
もに, ガラス球の動きにフイー ドバツクする。 これによっ
て気体の体積とガラス球の重心が一定の位相差を保ちつ
つ振動する。 このことから, 気体の体積 v とガラス球の
重心の変位 xおよび速度x を系の状態変数と してモデル
を立式することができる。
まず気体の状態変化のう ち, 2 つの等温過程について
考える。 作動気体(空気) は理想気体と見做すことがで
きるものとする。 また単位時間あたりに系に供給される
熱量はガラス球の重心の変位に依存して, w= w(.x) と
する。 ただしガラス球はDP と して機能するので, x> 
0のときw(x) < 0であり, x< 0のときw(x) > 0であ
る。 またx> 0が十分に大きいときw(x) = w,< 0であり, 
x< 0が十分に小さいときw(x;) = w2> 0であるとする。 
等温過程においては気体が外部にする仕事と気体が得る
熱量のあいだにエネルギー保存則が成り立つことから, 
fpdv = fwd, (1) 
となる。 理想気体の状態方程式を用いて左辺の積分を実
行し, さらに両辺を時間に対して微分すると
W
V = V (2) 
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が得られる。 ただしi, は vの時間変化率 dv/dt を表し, n, 
R はそれぞれ気体の物質量および気体定数である。 また
Tは気体の温度であり, 等温収縮過程で T= T,, 等温膨
張過程で T= T2 とする。
式 (2) の係数w/nRTは ;x; に依存するので, これをf (x) 
とおく。 この関数は凡そ図5 のよう な連続関数になって
いるものと考えられるが, ここでは、;,cl が十分に小さい
ものと して, f :;,c) = coo と表すことにする(ただしαは
正の定数)。 すると式(2) は, 
v = - axv 
となる。
f (χ) 
WI 
nR T1 
(3) 
l/V2
nR T2
X 
図 5 関数 f (x) の概形
なお定積過程については, 系がその過程に滞在するあ
いだに熱量の移動のみが起こり, それによって温度T,, 
T2 が決まる過程である。 ただしここでは2 つの温度が
予め決定されているものと し, かつ等温過程を系の律速
段階と見做すことで, 定積過程を系のダイナミ クスに陽
に含めないこととする。
次に, ガラス球の重心の運動を記述する。 いま全ての
ガラス球が互いに接したまま並進運動をするものし, そ
の重心の運動を考える。 またガラス球の転がりによる回
転のエネルギーは考えないものとする。
気体の体積は収縮状態 v, と膨張状態v2 のあいだを振
動するものと し, 気体の体積が平均値 v。= (v,十v2) /2 の
とき試験管が水平な状態にあるものとする。 また試験管
に沿って固定した座標を 軸とし, 試験管の中央の位置
(支点の位置) を :,c= 0 とする。 気体の体積vが v。より
大きく なると, 試験管が支点のまわりに角度θだけ回転
するものとする。 角度θは気体の体積vの関数として表
すことができて, シリ ンジの断面積s と試験管の長さ1 
に対してsinθ= 2(v-v。) /SI とできる (図 6 )。 するとガ
ラス球の重心の運動は, 質量m, 重力加速度 g, 粘性係
数 yに対して
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v 
、 、 、 、 、
、 、 - - θ、、
X' 
図 6 ガラス球の運動と座標
mx = (v - vo) - γx (4)
と表すことができる。 ただし粘性力の大きさは重心の速
度に比例するものとする。
以上から, 気体の体積とガラス球の重心の運動に関す
る連立常微分方程式(3) , (4) が得られた。 変数t, :x:, v 
をスケー リ ングによって無次元化すると, 8=
c= 2v。/SI に対して
v = - (v十1)χ (5)
εX = CV- X
となる (ただしvは正または負であるがv> 1 を満た
す)。式(5) はさらに3 階常微分方程式として
εx + (1 + εx)x + xx + ex = 0 (6)
となる(ただし -t > c)。 ここでガラス球の運動に関し
て慣性項が無視できるとすると (8→ 0 )
χ十χχ十 cχ = 0 (7)
となり, 系のダイナミ クスに関する2 次元モデルが得ら
れる。 以下では, この2次元モデル (7) について解析
および考察を行う。 
4 . 数値解析
モデル方程式の解の特性を調べるために, 式 (7) を
0.1 
> 0
- 0.1 
0.1 
x 0
- 0.1 
0 10 15 20 
0 5 10 15 20
t
図7 v, x の時系列 (初期値 v(0)= 0 , x(0)= 0.1) 
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ルンゲー ク ッタ法によって数値的に解析した。
まず, パラメータと初期値をc= 1 , v(0)= 0 , x(0)= 0.1 
と したときのv, x それぞれの時系列を図7 に示す。 こ
の初期値が小さい条件では単振動に近い振動解が得られ, 
体積に対してπ/2 radの位相遅れをと もなってガラス球
の重心が振動することが分かる。
次に, 初期値が大きな場合の振動の時系列を図8 に示
す (c= 1 , v(0)= 0 , :,c(0)= 2 )。 このとき, vについて
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図8 v, x の時系列 (初期値 v(0)= 0 , x(0)= 2 )
は収縮状態の滞在時間が伸長し, 急峻な増大と減少が続
いて生じるが, 膨張状態の滞在時間はごく短い。 一方で
)cについては往復運動の速さが対称的でなく, ガラス球
が低熱源側 (. < 0 ) から高熱源側 (. > 0 ) へ移動す
るときの速さは, 逆の場合に比べて大きい。 
さらに, 振動の初期値依存性を調べた。 c= 1 , v(0)= 
0 として, )c(0) を0.1から0.9まで0.1間隔で大きく したと
きの (v, x) 相平面上の解軌道を図9 に示す。 この図か
ら, 初期値が小さいときの解の挙動はほぼ円軌道である
が, 初期値とともに軌道が次第に大きく なり, またv軸
に沿って非対称になることが分かる。 これはvに下限値
(v= - 1 ) がある一方で, 上限値が存在しないことによ
る。 
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図 9 初期値に対する解軌道の変化 (初期条件は本文を
参照) 
ビー 玉スターリ ングエ ンジンの動力学モデル
5 . 考察
SEの特徴は, 密閉された作動気体が2 つの熱源との
熱交換によって膨張 ・ 収縮する際に, DPによる負のフイー 
ドバツク作用によって自励振動が発現する点にある。 本
研究においてはSEM を構成する球状DPの重心の運動
と気体の熱的過程に着目して数理モデルを導出し, 実験
と数値解析によってこの系の動力学を検討した。 実験的
には, 気体の体積変化の時系列特性は正弦的であり (図
4 ) , これとガラス球の運動が一定の位相差を伴って振
動することがわかった。 すなわち試験管の回転運動に遅
れてガラス球の往復運動がみられたが, その位相差はπ/2 
radであった。 一方で, 数値的には定常的な振動解が得
られ, 初期値が小さいときの振動は正弦的であるととも
に, 2 変数 v, xの位相差はπ/2 radであった (図 7 )。 数
値解の挙動は初期値に応じてその軌道が定まり, 初期値
とともに系の力学的エネルギーが大きく なったが(図 9 ) , 
初期値が大きい場合の実験データは得られていない。 モ
デル方程式からは, 振幅が小さいときの体積振動の振動
数は係数 c によって決まり, 1/ すなわちシステムサ
イズに依存すると考えられるが, 本研究では測定されて
いない。 また, 数値解析とは異なり, 実験的には時間と
ともに体積振動の振幅が減少しつつ停止するが, これは
( i) 系と外部との熱移動が2 つの熱源において均衡を保つ
ていないこ と, ( ii) 装置が動作するあいだにガラス球
が加熱されて高温熱源と してはたら く こ と, そして
( iii) ガラス球が互いに密着して転がり運動をしないた
めに気体が熱源間で “漏れた” 状態になること, が主な
原因と考えられる。 したがって2 つの熱源における熱量
移動を適切に調整すること, およびDPの形状と断熱性
能を高めることが, 振動の減衰を抑える為に必要である。
一般に, 2 つの状態変数で記述される力学系は, それ
がリエナー ル方程式:x:十f (x) ;x十g(x) x= 0 の形であれば
振動解をもつことが知られており, 係数 f (x) , g(x) の
非線形性が系の特性を決める'6)。 モデル方程式 (7) は
振動解をもつが, リ ミ ットサイクルは存在しないことが
リエナー ルの定理から明らかである。 また粘性項の符号
はガラス球の変位に応じて正と負のあいだで周期的に交
替し, x> 0のとき (ガラス球が高温熱源に近いとき) 
は正の粘性抵抗, x< 0のときは負の粘性抵抗 (負性微
分抵抗) となる。 これらは系に対するエネルギーの供給
と散逸を表している。 このときエネルギー積分の時間平
均は 0であり, したがって原点(平衡点) はアトラクタ
ではない。 このようにモデル方程式の非線形項はDPの
特性を端的に表しているが, これはモデルの導出過程で
系の運動が微小振幅であるとして, 気体と熱源のあいだ
の熱の移動や試験管の運動において線形化近似を行った
ことによる。 これらの点で方程式(7) は粗いモデルと
なっているが, むしろこれらの近似によって系の本質的
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な非線形性を顕在化することが可能となった。 
6 . 結論
本研究では, 高校物理教育における熱力学単元の実験
教材と してしばしば取り上げられるSEM について, そ
の動力学的特性を実験と数理モデルおよびその数値解析
により検討した。 この系が示す気体の体積の周期的変化
は, 気体と2 つの熱源とのあいだの定常的な熱エネルギー
の流れによって生じる自励振動であり, DPがもつ負性
微分抵抗特性によって生じる負のフイー ドバツク作用が
重要な役割を果たすことが理解された。 この系のダイナ
ミ クスは作動気体の体積とガラス球の重心の変位を状態
変数とする2 階常微分方程式で記述された。 SEM はDP 
と してのガラス球によって気体の体積振動を発現するも
のであるから, これは往還球体による体積振動子 (shut- 
tling spheres-mediated volumina1 osci1lators, SV0) と見
做すことができる。 今後は体積振動子の物理的側面につ
いて詳しく調べるとともに, 同等のモデル方程式で記述
されるほかの系との関連性を明らかにする必要がある。
以上のよう に, SEは熱機関と しての応用面のみなら
ず, 自励振動を呈する物理系としても面白い。 高校の物
理教育においては, SEM を熱機関の教材と して扱われ
ることが多いが, SEM は熱力学ばかりでなく, 力学や
振動論とも深く関わる実験系であるから, 幅広い科学的
視点から現象にアプローチできる点でもSEM は良い教
材であると言える。 
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